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面向大数据的可扩展正则 
采样并行排序算法

摘要
排序算法是计算机科学领域的一个基础算法，是大量应用的算法核心。在大数据时代，随着数据量的极

速增长，并行排序算法受到广泛关注。现有的并行排序算法普遍存在通信开销过大、负载不均衡等问题，

导致算法难以大规模扩展。针对以上问题，提出一种大规模可扩展的正则采样并行排序（scalable parallel 

sorting by regular sampling，ScaPSRS）算法，摒弃传统正则采样并行排序（parallel sorting by regular 

sampling，PSRS）算法中由一个进程负责采样的做法，转而让所有进程参与正则采样，选出p－1个分隔

元素，将整个数据集划分成p 个不相交的子集，然后实施并行排序，避免了单一进程的采样瓶颈。此外，

ScaPSRS采用一种新的迭代更新策略选择p－1个分隔元素，保证划分的p个子集尽可能大小相同，从而确

保p 个进程对各自的子集进行本地排序时的负载均衡。在天河二号超级计算机上进行的大量实验表明，

ScaPSRS算法能够成功地扩展到32 000个内核，性能比PSRS算法和Hofmann等人提出的分区算法分别提

升了3.7倍和11.7倍。
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Abstract
Sorting is one of the basic algorithms in computer science, and has been extensively used in a variety of applications. In 

the big data era, as the volumes of data increase rapidly, parallel sorting has attracted much attention. Existing parallel 

sorting algorithms suffered from excessive communication overhead and load imbalance, making it difficult to scale 

massively. To solve above problems, a scalable parallel algorithm sorting by regular sampling (ScaPSRS) was proposed, 

which sampled the p-1 pivot elements to divide the entire data set into  p disjoint subsets by all parallel processes, rather 

than by only one given process as PSRS did. Furthermore, ScaPSRS adopted a novel iterative update strategy of selecting 

pivots to guarantee that the workloads and data were evenly scheduled among the parallel processes, thus ensuring 
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superior overall performance. A variety of experiments conducted on the Tianhe-Ⅱ supercomputer demonstrated that 

ScaPSRS succeeded in scaling to 32 000 cores and outperformed state-of-the-art works significantly.
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0  引言

排序算法 是一种计算 机 科 学基 础算

法，并已广泛用于各种科学研究和应用中，

而并行排序是计算科学中最基本的并行算

法之一。常用的并行排序算法有基于归并

和基于分区的排序。基于归并的并行排序

算法主要分为预排序和归并，其核心是多

次归并。在共享内存系统中进行数据交换

的开销相对较小，而在分布式内存系统中

进行频繁、大量的数据交换会成为并行排

序算法性能提升的瓶颈，因此基于归并的

并行排序算法主要用于共享内存系统。如

图1所示，基于分区的并行排序算法主要由

4个阶段组成：本地排序、确定数据分区、

数据重分布、最后的本地排序。在该算法

中，只需要进行一次数据重分布，远比基于

归并的并行排序算法少，能在分布式内存

系统中取得更好的性能。

在大数据时代背景下，各领域应用的

数 据量极 速增长。随着超级计算 机的发

展，可用的计算资源越来越多，各领域的应

用也期望依托超级计算机来处理更大规模

的数据，算法并行化势在必行。然而，这受

限于应用使用算法的可扩展性，比如并行

排序算法。为充分利用计算资源，扩展排序

算法的并行规模，不仅可以显著增加待排

序的数据量，而且可以提高排序算法的性

能，避免排序算法成为应用性能提升的瓶

颈，从而加速各领域的应用。因此，为了对

海量数据进行排序，排序算法的大规模并

行扩展势在必行。

并行排序算法面临的主要问题是内存

有限和耗时过长。共享内存系统上并行规

模的限制以及归并排序算法的归并模式，

都不利于算法的大规模扩展。显然，多节

点、多进程的分布式并行算法可有效解决

单节点共享内存不足的问题，分布式内存

系统比共享内存系统更适合算法的大规

模扩展。超级计算机是一种分布式内存系

统，基于分区的并行排序算法只需要进行

一次数据重分布，更适合在超级计算机上

进行大规模扩展。

然而，大规模扩展的过程中，现有的基

于分区的并行排序算法大多通过采样确定

数据分区，并行排序算法的耗时主要由局

部排序、确定数据分区和数据交换的耗时

组成。扩展进程规模能减少每个进程的数图 1　基于分区的并行排序算法
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据量，进而显著减少局部排序的耗时。这会

带来新的问题，如确定数据分区阶段的耗

时和内存都会增加。此外，并行进程之间

不平衡的工作负荷，例如真实世界的数据

并不总是服从均匀分布，更多的是倾斜的、

长尾的，这会影响随后的数据交换阶段。

除此 之 外，甚至 可能 存 在大 量的重 复元

素，以至于用作分区的枢轴也存在重复元

素。上述问题都对数据分区的并行排序构

成挑战。在数据交换阶段以及最后的本地

排序阶段，不均衡的分区会引入过多的开

销，甚至出现内存溢出，从而导致并行排序

算法无法高效实现。

为了解决上述问题，并行排序算法需

要在进程之间进行有效的数据重分配。本

文的贡献主要有以下4个方面。

（1）仍然采用从数据样本选出枢轴的

方案。不同于现有的并行采样排序算法[1-4]

将所有样本收集到主进程再由主进程独自

选出所有枢轴元素的做法，本文提出的方

法让每个进程都参与到生成候选枢轴的阶

段中。这能有效缓解主进程存储和对所有

数据样本进行排序的压力，避免出现内存

溢出的情况，同时起到加速枢轴元素选取

过程的作用，促进了排序算法实现大规模

并行化。

（2）采用一种新颖的枢轴元素循环迭

代更新策略，以保证工作负载在并行进程

中相对均衡。在该迭代更新策略中，枢轴

元素沿着负载均衡的方向更新，更新过程

不仅考虑了数据样本，还参考了相邻的候

选枢轴元素。

（3）优化了使用枢轴确定数据重分布

的位移的算法。当相邻枢轴相差不足1时，

对数据重分布的位移进行微调。因此，即

使存在重复的枢轴元素，本文提出的并行

排序算法ScaPSRS也能表现较好。

（4）在天河二号超级计算机上进行了

不同规模的各种实验，证明了ScaPSRS能

够成功扩展至32 000核，性能比PSRS[3]算

法和Hofmann等人[5]提出的算法分别提升

了3.7倍和11.7倍。

本文 首先 介 绍了现 有的并行排序算

法的相关工作并阐述其优缺点；然后，介

绍本文提出的可大规模并行的排序算法

ScaPSRS的详 细设计；最 后，介 绍使用

ScaPSRS进行并行排序的实验细节，并对

实验结果进行分析。

1  并行排序算法相关工作

并行排序算法可以分为两大类：基于

归并的和基于分区的。基于归并的并行排

序算法要经过本地排序和归并两个阶段，

其中归并阶段需要多步来完成p个进程的

归并。例如，并行归并排序[6]每一步都将相

邻的有序数组两两归并，共需要log
2 

p步，

但每一步参与的进程数量连续减半，在最

后一步减少到只有一个进程工作，其余进

程空闲等待，所以并行归并排序的性能不

佳。在负载均衡并行归并排序中[6]，数据被

均匀地分配给所有的进程，每个进程都参

与所有归并。在第一步中，一个进程作为

一个进程组，两两匹配完成一步归并，组

成一个新的进程组；往后每一步重复以上

操作，进程组的大小也增长为前一步的两

倍。同时利用索引互换最小化进程之间交

换的数据量。分区并发归并算法[7]是通过

优化奇偶交换并行排序得到的，奇偶进程

并发对数据子序列进行归并和排序，共进

行 ( / 2)O p 轮归并。双调排序[8]的基本思想

是对先单调增再单调减的双调序列进行归

并，与大部分基于归并的并行排序算法一

样，每一步双调排序都需要进行进程间的

数据交换，共 ( )O p 次，这是大规模扩展的

瓶颈。尽管基数排序[9]不是一个基于比较

的排序算法，但它也需要进行多次进程间
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所有数据的交换，这是基数排序难以大规

模扩展的重要原因。

基于归并的并行排序算法在进程间具

有相对较高的通信开销，不适合大规模扩

展。近年来也有一些并行排序算法是针对

系统特性[10]或在GPU上[11]进行改进的。而

基于分区的并行排序算法只需要一次数据

重分布，更易于扩展。因此，本文提出的可

在超级计算机上进行大规模扩展的并行排

序算法也是基于分区的。

基于分区的并行排序算法主要由4个

阶段组成：本地排序、确定数据分区、数据

重分布、最后的本地排序，如图1所示。首

先，每个进程独立、并行地对自己拥有的

数据进行本地排序，该阶段并没有进程间

的通信，并且初始数据均匀分布在各个进

程上，故该阶段各进程的开销相对均衡。

然后，需要确定数据分区以保证数据在重

分布后在进程间是有序的，即在编号小的

进程上的数据一定不大于编号大的进程上

的数据。接下来，根据数据分区进行数据

交换。最后的本地排序也是每个进程独立

进行本地排序，该阶段的耗时取决于耗时

最久的一个进程，而本地排序的耗时与本

地数据量呈正相关。因此，为了避免出现

有的进程完成本地排序后空闲等待某一个

被分配了大量数据的进程的情况，数据重

分布后各进程的数据应满足负载均衡。因

此，确定数据分区是并行排序算法的重中

之重，主要分为按数据值和按数据位置确

定分区。

按数据值确定数据分区是指，需要通

过一个大小为p－1的有序枢轴元素数组将

待排序的数据数组分成p份。待排序的数

据值若落于相邻两个枢轴元素之间，则将

被发送到对应进程。如此反复，将所有本

地有序的待排数据划分为p个有序子集，再

被分配到p个进程后，能保证数据在进程

间是有序的，同时，期望数据交换后各进程

间负载均衡。采样排序[1-3]是一种按数据值

确定分区的并行排序算法。该算法的核心

是每个进程对本地数据采样出q个样本，

由一个主进程收集pq个样本并排序，从pq

个有序样本中确定p－1个用于划分数据的

枢轴元素并广播给所有进程，根据这p－1

个枢轴元素的值对数据进行划分从而确定

数据分区。常用的抽样方法有随机抽样、

正则采样。

在正则采样并行排序[3]中，每个进程

的本地 采样和由主进程从收集 到的所有

样本中确定枢轴元素的采样都用了正则采

样方法。在确定数据分区的过程中，主进

程收集所有进程的样本并对收集 到的样

本进行排序，再从有序的样本中选出p－1个

枢轴元素广播给其他进程。如图2所示，

该过 程中其 他 进程一直 空闲等 待，直 到

接收 到由主 进程 广 播的 枢轴元 素。假设

系 统 有p 个 进 程，需要 将 n 个 数 据 分成 p

份，那么至少需要p－1个枢轴元素，因此

PSRS中的每个进程在本地数据上采样出 

p－1个样 本点，那么主 进 程 总共收 集 到

p(p－1)个样本，显然主进程在这个阶段对

收集到的样本进行本地排序的时空复杂度

分别是 2 2( log )O p p 和 2( )O p 。若想将PSRS

扩展至16 384核，主进程需要2 GB的内存图 2　并行排序算法 PSRS 确定数据分区
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来存 储这 p ( p-1)个64位整数样本，并完

成这2 GB样本数据的排序。随着进程规模

的增加，主进程需要更多的内存来存储更

多的样本，甚至超过存储待排序的数据所

需内存，存在引起主进程所在节点内存溢

出的风险。此外，主进程还需要花费更多

的时间来完成样本数据的排序，而其他进

程空闲等待。因此，PSRS只有在数据总量

3n p≥ 的数 据集 上 且所有样本数 量不超

过单个进程本地排序数量时才表现良好。

但随着实际应用中数据量的极速增长，单

个进程难以存储 ( )23O n 
 
 

的数据量，无法

高效地完成本地排序。这需要通过扩展进

程规模来降低单个进程的排序数据量，而

PSRS在大规模扩展时性能又较差，已然不

适用。

Helman等人[4]提出的并行排序算法，

用两轮正则通信取代了之前的单步非正则

通信，以缓解负载不均衡的问题。这样能

够以较低的采样成本保持较高的采样率，

而且性能基本上不受输入 数 据的分布影

响。HykSort[12]是基于超立方体的快速排

序算法[13]，通过多路递归完成枢轴元素的

迭代和并行选择。采样直方图排序HHS[14]

每轮仅 采样 少量的数 据样本，通 过多轮

全局归约的直方图统计所有样本数 据的

全局有序 位 置，直 至找到满足要求的划 

分点。

然而，以上提到的采样排序算法，都需

要主进程收集所有样本并从中选出所有的

枢轴元素。主进程处于沉重的工作负荷中，

而其他进程空闲等待，这并没有充分利用

计算资源。除此之外，仅基于采样确定枢

轴元素的并行排序算法一般只在均匀分布

的数据集上表现良好，在倾斜分布的数据

集上可能会导致严重的负载不均衡，从而

表现欠佳。

按 数 据 值 选 择 枢 轴元 素，只能 在具

有不同数据值的位置对数据进行分割。

Hofmann等人[5]提出了一种用于并行排序

的分区算法。该分区算法使用分割位置来

描述数据分区方案，而不是采用常用的根

据数据枢轴值进行数据分区的方法。分割

位置可以在任何位置对数据序列进行 切

分，即使数据存在重复元素，甚至所有数

据值都相同。在该算法中，所有进程共同

确定 最 终的数 据重分布 方 案。对分割位

置的搜 索是 分多轮 进行的，每一 轮从 数

据 值 的 r 位 二 进 制 表 示 的 最 高 位 开 始 

进 行 t（1≤t≤r）位的搜索。因此，最多需

要进行
r
t

轮这样的搜索，相当于每一轮搜

索中，每个进程都需要对p－1个位置使用二

分搜索，确定 12t+ 个候选分割数据值在本

地 数 据序列的位 置，然后将所有进程 对

应的分割 位 置归约计 算总 和，以找到满

足负载均衡的分割位置。但该分区算法[5]

的核心过程有3个循环嵌套，即最内层循

环 共 进 行了 次，且 最内层

的循环包含二分搜 索 和全局同步归约操

作，其开 销将随 着 进程 规 模的增加而增

加。因此Hofmann等人[5]的分区算法的耗

时取决于3个循环嵌套和二分搜索花费的 

时间。

2  ScaPSRS

并行排序的问题可以描述为：在 p 个

核心的分布 式内存系统 上，对 数 据总量

为n的待排序数据序列进行排序，最后得

到全局有序的数 据序列  。假设并行排

序前，第i个进程拥有一个大小为 in 的待

排序子序列 i ，其中 { }0, , 1i p∈ −

，且满

足
1

0

p

i
i

n n
−

=

=∑ ；并行排序后，第i个进程拥有
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一个大小为 in 的待 排序子序列 i ，其中

{ }0, , 1i p∈ −

，且满足
1

0

p

i
i

n n
−

=

=∑ 。假设 ,i jx

和 ',i jx 分别代表序列 i 和 i 中的第j个元

素，其中 { }0, , 1ij n∈ − ，

符 号 ≤ 表 示 两 个 元 素 之 间 的 顺 序，如

a b≤ 表 示序列a、b是有序的。在并行排

序后，数 据 序 列 全 局 有序，表 现 为各 数

据元素在进程内和进程间都是有序的，

即 , , 1i j i j ix x x+ ∈≤ 以 及 , 1,i s i tx x +≤ ，其 中

本 文 提 出 的 适 用 于 大 规 模 超 级 计

算 机 的 可 扩 展 正 则 采 样 并 行 排 序 算 法

ScaPSRS，背后的原理与PSRS类似，是一

种基于分区的采样并行排序算法。

2.1  ScaPSRS算法概述

基于分区的并行排序算法的 框 架如 

图1所示，主要总结为以下4阶段。

● 本地排序阶段：每个进程都对本地

数据序列 i 进行一次本地排序，得到一个

新的有序序列 i′ ，使得 { }0, , 2ij n∀ ∈ −

都

满足 , , 1i j i jx x +′ ′≤ 。

●  确定 数 据 分区阶段：每 个 进程 都

确 定 如 何 分 割 数 据，用 一 个 位 移 数 组

{ }, | 0, , 1i i jS s j p= = − 来表示数据分区情况，

将本地有序的数据序列 i′ 分割成p份互不

相交的子序 列

根 据 定 义， iS 是 一 个 递 增 数 组，满 足

,0 0is = ， ,i p is n= ， , , 1i j i js s +≤ 。注意，如果

, , 1i j i js s += ，那么 ,i j′ 为空。

● 数据重分布阶段：每个进程根据代

表数据分区情况的位移数组 iS ，向其他p－

1个进程发送不同数量的数据元素，并通

过集合通信操作MPI_Alltoallv从其他p－

1个进程接收不同数量的数据元素，得到p

段局部有序的数据序列 i′′ 。

● 最后的本地排序阶段：每个进程都

对数据重分布后接收到的数据序列 i′′ 进

行一次本地排序，得到一个新的有序序列

i 。完成这一阶段操作后，每个进程上和

进程间的数据都是有序的。

以PSRS为代表的基于分区的并行排

序算法可以很快地从数据抽样 得到一个

可接受的 枢轴元 素序列，但 这类 抽样 排

序算法也有致命的弱点，导致其难以进行

大规模扩展。首先，需要将所有进程的采

样样本都收集到一个进程中，只有一个进

程忙于对所有样本进行排序，而其他进程

空闲等待。如此高开销且负载极度不均衡

的采样排序策略，使得这些采样排序算法

不适合大规模的并行化。其次，即使样本

在某种程度上反映数据的分布，但鲁莽地

从样 本中再采样选 择 枢轴序列，难以 生

成负载 均衡的 数 据分区，特 别是 对于偏

态分布的数据。此外，对于存在大量重复

元素的数 据集，选出的 枢轴元素也 存 在

重复元素，这可能会恶化数据分区情况。

Hofmann等人[5]的分区算法也会在最后一

轮搜索后，出现不能确定p－1个分割位置

的情况，需要额外增加一轮循环选出最终

的分割位置。

针对以上并行排序算法的问题，提出

了可大规模扩展的优化方案，包括正则通

信下采样阶段的优化（regular sampling 

under regular communication）、枢轴的

迭代更新策略（selection and update of 

pivots）、数据划分与微调（dividing data 

and fine-tuning），如图3所示。与图2中

PSRS算法不同，在ScaPSRS算法中，所有

进程参与数据分区的确定，缓解了单一进
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程的数据存储压力，同时充分利用可用计

算资源加速并行排序。此外，在迭代更新

枢轴的阶段中，引入了进程间的代理策略

以加速枢轴更新过程，找到满足负载均衡

的数据分区。

2.2  正则通信下的正则采样

每个进程都从本地有序的数据 i′ 中

正则采样出p－1个样本，组成一个子序列

i ，如式（1）所示。 i′ 是有序的， i 也是

有序的。

（1）

在之前的采样排序算法中，主进程需

要提供 2( )O p 的空间存储从所有进程收集

到的样本，并花费 2 2( log )O p p 的时间对所

有样本进行排序。

本 文 提 出了一 个正 则通信 下优 化的

正则采样算法。为了缓解主进程在存储所

有样本的压力和加速样本排序的过程，

本文利用正则的集合通信操作MPI_All-

toall收集并发送样本。进程 i发送 ,i j iy ∈

给 进 程 j 并 从 进 程 j 接 收 ,j i jy ∈ ，其 中

{ }0, , 1i p∈ −

， { }0, , 1j p∈ −

。因 此，每

个进程都接收到一个大小为 ( )O p 的样本

序列 { }, ,i i j j iy y′ ′= = ，对 i′ 进行排序得到

i′′ 。有序序列 i′′ 是第 i个枢轴元素 iz 的

候选序列，将第
2
p

个值（
,
2
pi

y′′ ），作为第i

个枢轴 iz 的初始候选值。每个进程负责确

定一个枢轴元素的候选值，组成枢轴序列

{ }1 1, , pz z −=  ，用于将数据序列 划分

成p个互不相交的子序列，期望进行重分布

后的每个进程的数据量相对均衡。算法1展

示了正则通信下正则采样算法的伪代码。

算法1：正则通信的正则采样

输入：进程数p，当前进程编号i，本地有序数据序列

{ },0 , 1, ,
ii i i nx x −′ ′ ′=  及其大小

输出：有序的样本序列 { },0 , 1, ,i i i py y −′′ ′′ ′′= 

1:	 , 0i jy =  for 0, , 1j p= −

2:	 if in p< then

3:	     for 0j =  to 1in − do

4:	            , ,i j i jy x′=

5:	      end for

6:	 else

7:	     /iq n p=

8:	     for 1j = to 1p − do

9:	            , ,i j i j qy x ×′=

10:	    end for

11:	end if

12:	通过MPI_Alltoall通信操作交换枢轴元素，确定

, ,i j j iy y′ =  for { }0, , 1j p∈ −

13:	 ( )LocalSorti i′′ ′= 

在该采样模块中，每个进程只需要提

供 ( )O p 的空间存储收集到的样本，并花费

( )logO p p 的时间对收集到的样本进行排

图 3　并行排序算法 ScaPSRS 中的数据分区
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序。显然，采用正则通信下的正则采样模

块的并行排序算法，在大规模并行情况下

性能优于PSRS。

2.3  枢轴元素的选择与迭代更新

尽管采用优化后的采样方法的并行排

序算法的运行速度明显比PSRS快，但在倾

斜分布的数据上表现往往不尽如人意。这

是因为使用只从样本中取样一次的枢轴，

难以 生成一个 负载 均衡的数 据分区。因

此，本文引入枢轴元素的迭代更新策略，

在一个迭代循环中更新枢轴元素的选择，

期望选出的枢轴元素能生成一个负载均衡

的数据分区。

在数据分区中，位移 ,i j is S∈ 不仅代表

进程 i要发 送 给 进程 j的数 据 子序列在数

据序列 i′ 中的起始位置，还代表了进程 i

一共要给前 j个进程发送的数据总量。为

此，计算所有进程的位移数组 iS 的纵向和

1

,
0

| , 0, , 1
p

j j i j
i

V v v s j p
−

=

  = = = − 
  

∑ 

。根 据 定

义， 0 0v = ， pv n= ，且 1j jv v +≤ 。元素 jv

表示根据该数据分区进行数据重分布后，

前 j个进程的数据总量，即

0

j

j i
i

v n
=

=∑ 。不难

得出， 1j jv v+ − 的值与进程 j在数据重分布

后的数据量相等。因此，通过计算位移数组

的纵向和V，可以在没有进行任何实质数据

重分布的情况下，计算出根据当前数据分区

方案进行数据重分布后每个进程应有的数

据量，这有助于选出负载均衡的枢轴元素。

理 想 情 况 下，进 行 数 据 重 分布后，

每 个 进 程 拥 有 完 全 相 同 的 数 据 量，即

n / p ，那 么位 移 纵 向 和 V 应 是 n / p 的 倍

数。用 V 来 表 示 理 想的 位 移 纵向和，即

, 0, , 1j
nV v j j p
p

 
= = × = − 
 



。但要在可接

受的时间内找到满足理想的位移数组S几

乎是不可能的。更新S使得V沿着理想的方

向靠近。显然，当V越来越接近理想时，这

个靠近速度会减慢。

因此，在理想 V 的邻域内定义纵向和

V的上下界，通过一个可接受的偏差率b来

控制上下界的范围， 0, , 1j p= −
的上界 u

jv

和下界 l
jv 如下。

u

l

( )

( )

j j

j j

n nv v b j b
p p
n nv v b j b
p p

= + × = + ×

= − × = − ×
     

（2）

根据定义， l u
0 0 0v v= = ，

l u
p pv v n= = 。

为保证上界 u
jv 和下界 l

jv 满足以下情况：

          

（3）

偏 差 率 b 必 须 满 足 0 0.5b< < 。如 果

b=0，那么V 就是理想 V ；如果b=0.5，则会

出现 1
u l
j jv v += ，可能导致数据重分布后进

程j的数据量为0。

接下来，将描述如何利用 jv 和 l
jv 与 u

jv

的关系来确定数据分区负载均衡的方向，

进而为枢轴元素 jz 接下来的迭代更新提供

参考。首先，枢轴元素 jz 是由对应进程 j收

集到的样本 j′′ 初始化的。在收集所有的枢

轴元素 1 1{ , , }pz z −=  后，需要对枢轴数组

 进行排序，以确保  是有序的。然后，每

个进程独立使用枢轴数组对本地排序后的

数据 i′ 进行划分，确定代表数据分区的位

移数组 iS ，计算位移纵向和 如

果 jv 正好落在 l
jv 和 u

jv 之间，表明枢轴元素
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jz 满足负载均衡数据分区的第j个枢轴；否

则，需要根据 jv 和 l
jv 与 u

jv 的关系来确定枢

轴元素 jz 在接下来的迭代中的更新方向。

如果 l
j jv v< ，那么枢轴元素 jz 应该沿着变

大的方向更新；如果 u
j jv v> ，那么枢轴元素

jz 应该沿着变小的方向更新。在更新枢轴

元素 jz 过程中，不仅在样本 j′′ 上进行二

分搜索，还考虑邻近的枢轴元素。这个更

新策略可以弥补样本偏差，更快找到满足

负载均衡数据分区的枢轴元素。算法2展示

了以上枢轴元素的迭代更新的伪代码。为

了更好地阐述，用 ( )r
jz 表示在第r轮的枢轴

元素 jz 。一般情况下，对样本 j′′ 进行二分

搜索来更新枢轴元素 jz ，因此，最多只需

要进行 log p   轮的枢轴元素更新。

算法2：枢轴元素的选择与迭代更新

输入：进程数 p，当前进程编号 i，本

地有序数 据序列 { },0 , 1, ,
ii i i nx x −′ ′ ′=  及其

大 小 in ，数 据总量 n，有序的 样 本序列

{ },0 , 1, ,i i i py y −
′′ ′′ ′′= … ，可接受的偏差率b

输出：枢轴元素序列 1 1{ , , }pz z −= 

1:	

2:	 纵向和的下界 l
avg ( )iv n i b= × −

3:	 纵向和的上界 u
avg ( )iv n i b= × +

4:	 for 0r =  to log p   do

5:	     二分搜索 i′′ ，结合 ( 1)r
jz − ，确

定 ( )r
jz

6:	      LocalSort( )

7:	      结合确定 iS
8:	     通过Allreduce-Sum通信

操作计算 S 的纵向和，确定
1

,
0

p

i k i
k

v s
−

=

=∑ , 

,k i ks S∈

9:	     if l u
i i iv v v≤≤ then

10:	           标记枢轴元素 iz 完成更新

11:	    end if

12:	end for

在整个确定数据分区阶段，每个进程

样本量为 ( )O p ，通过MPI_Alltoall进行一

次样本交换的通信开销为 ( )O p ；在每一

轮枢轴元素迭代更新中，通过Allreduce-

Sum通信操作计算纵向和的通信开销为

( )O p ，最多有 log p 轮。因此，确定数据分

区阶段的通信开销为 ( )O logp p p+ 。在数

据重分布阶段，每 个 进程 都需要 根 据 确

定的数 据分区将 数 据量为 NO
p

 
 
 

的本地

数 据发 送 给其他 进程，并从其他 进程 接

收数据，总量也约为 NO
p

 
 
 

，通信开销为

NO
p

 
 
 

。因此，ScaPSRS算法的通信开销

为 logNO p p p
p

 
+ + 

 
。

2.4  数据划分与微调

在选出p－1个枢轴元素  后，每个进

程i通过在数据 i′ 上对枢轴元素  进行二

分搜索来确定数据分区的位移数组 iS 。图

4（a）是枢轴元素  不存在重复值的理想

情况，能对数据进行均衡的划分。但当枢

轴元素  存在重复值时，这种划分方法会

导致负载极度不均衡，大量的数据将被发

送到一个特定的进程，而有部分进程没有

任何数据，如图4（b）所示。

为了解决枢轴元素存在重复值时划分

不均衡的问题，Khatami等人[10]提出只对

不重 复的枢轴元素执行二分搜索来确定
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对应的数据分区位移，然后在具有相同值

的枢轴元素之间平均分配确定的范围。例

如，在图4（b）中划分给第一个a值枢轴元

素的范围，在图4（c）中被平均分配给4个

具有a值的重复枢轴元素。尽管这种划分

方法避免了部分进程无法分到任何数据的

情况，但仍然会得到一个不均衡的数据分

区。在图4（d）中，存在3个具有相同b值的

枢轴元素，如果直接对具有b值的数据进

行平均分配，值在a和b之间的数据可能使

得第一个b值的枢轴元素对应的进程接收

过多的数据，单独把值在b和c之间的数据

分配给值为c的枢轴元素对应的进程使其

接收极少的数据，那么这种划分方式得到

的数据分区也是不均衡的。如果每个进程

都贸然地将值在a和c之间的本地数据进行

平均分配，由于每个进程存在不同数量的

值在a和b之间或者值在b和c之间的数据，

每个进程的3个实际枢轴元素并不一定仍

是b，极有可能在a和b之间或b和c之间产

生，这种情况下，各个进程的枢轴元素无

法统一数据重分布后无法满足数据在进程

间保持有序的要求，因此该数据分区是不

可接受的。

在 数 据重分布后数 据在所有进程 之

间都是有序的前提下，为了保持数据分区

的负载均衡，提出了一种考虑重复枢轴元

素的 前后确定位移的 数 据划分方 法。如 

图4（e）中，存 在 3 个具 有 b 值 的 枢 轴元

素，其 前后值为a 或c的 枢轴元素在数 据

序列上已确定定位，需要对值 在a 和c之

间的数据进行尽可能均匀的划分，但同时

要保证划分位点都落在值为b的数据上，

以确保 数 据重分布后对应 划分位点涉及

的进程间的 数 据除了b 值 外 值域 互不 相

交，从而保证 所有数 据在 进程间都是有 

序的。

尽管以上 操作能解决 大部分的数 据

分区不均衡的问题，但对于存在大量重复

元 素的 数 据集，仍会有数 据分区不均衡

的情况。尤其是在两个相邻的枢轴元素之

间不存在任何其他元素，对于整数来说，

即两者差值不超过1。本文提出对位移数

组进行一轮额外的微调，以实现更好的负

图 4　对本地数据进行二分搜索来确定数据分区
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载均衡。以整数为例，当 u
j jv v> 且 1jz − ≤

1j jz z− ≤ ，或 l
j jv v< 且 1j jz z +≤ 1jz +≤ 时，

式（4）可以计算离负载均衡有多远。

            
l u1 ( )

2rate
j j

j

v v

v

+
= 	 （4）

对应的位移 ,i js 可以更新为 , , ratei j i js s= ×

rate。注意， ,i js 不应比 , 1i js − 小，也不应比

, 1i js + 大，其 中 1, , 1j p= − 。位 移 微 调 使

得在 j位置的数据划分满足负载均衡，保

证数据交换后进程 j－1与j、j与j+1之间的

数 据 是有序的。因为当 u
j jv v> 且 1jz − ≤

1j jz z− ≤ 时，rate<1，表 示位 移 ,i js 会往

数值变小的方向变化，更新为 ,i js′ ，即进程

i 的 ,i js′ 到 ,i js 之 间 本 地 数 据 不 再划 分 到

进程 j－1而 改为划分到进程 j，这部分 数

据值落在区间 1[ , ]j jz z− 上。如果 1j jz z− = ， 

那么这部分被微 调的数 据的值也与 1jz −

和 jz 相等；如果 1 1j jz z− = − ，那么这部分

被微 调的 数 据的 值与 1jz − 或 jz 相等，微

调后进程 j－1的数据最大值为 1jz − ，进程 j

的数据最小值为 1jz − ，即微调后仍能保证

进程 j－1与进程 j之间的数据是有序的。同

理可得，当 l
j jv v< 且 1j jz z +≤ 1jz +≤ 时，

rate>1，表示位移 ,i js 会往数值变大的方向

变化。

2.5  枢轴元素迭代更新的代理策略

在枢轴元素的迭代更新过程中，每个

进程都只负责确定一个枢轴元素。由于枢

轴元素是由样本初始化的，并在样本上通

过二分搜索来更新的，有的进程可能在前

几轮就确定了满足负载均衡的枢轴元素。

为了避免已经确定枢轴元素的进程空闲等

待并加速其他枢轴元素的确定，本文提出

一个枢轴元素迭代更新的代理策略。

在该代理策略中，安排已经确定枢轴

元素的进程帮助一个邻居进程确定它的枢

轴元素。假设进程i已完成枢轴元素 iz 的确

定，而进程 j是离进程 i最近的一个未确定

枢轴元素的进程。用d表示i和最近的j之间

的距离，即 maxd k= ，其中i-k到i+k的进程

均已完成。进程 i为 jz 提供一个枢轴候选

元素，朝着 l
iv 或 u

iv 方向以与d 有关的步长

更新。如果进程 i为j找到了一个合适的枢

轴元素，即值落在 l
iv 和 u

iv 之间，那么标记

枢轴元 素 jz 完 成 更 新，且 进程 i 和 j 继 续

为下一个 最邻近的未确定枢轴元素的进

程代理，直 至所有枢轴元素的迭代更 新

结束。

3  实验

通 过在不同数 据分布的数 据集 上 对

比ScaPSRS与其他基于分区的并行排序

算法来分析ScaPSRS的性能。基于分区

的并行排序算法的耗时主要由始末两个

本 地 排序、确定 数 据分区和数 据重分布

的时间组 成，本 文也 主要从 这几个方面

进行对比。

3.1  实验设计细节

所有并行排序算法的实验都在天河2

号超级计算机上进行。每个计算节点都配

备了两个12核的英特尔至强E5 CPU，更多

的环境细节可见表1。

随 着 进 程 规 模的增 加，在 最 终本 地

排序阶段的待 排序序列数 量也在增加。

许 多 实 验 表 明，对 于 较 大 的 p 值，简 单

地 对p 个序 列进行归并 排序的表 现 不如

C语言标准库中的排序算法std::sort。

因此，本文实验在 最 终本 地 排序阶段 均

使用std::sort。
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3.2  正则通信下的正则采样的实验结果

本文将只采用了2.2节中的正则通信

下的正则采样模块而没 采用迭代更新枢

轴元素来进行负载均衡优化的并行排序算

法记为ScaPSRS_without_loadbalance。

因此，ScaPSRS_without_loadbalance与

PSRS[3]之间只有采样方式不同。通过对比

这两个算法在相同进程规模下对相同数据

分布、相同数据规模的数据集进行并行排

序的耗时，观察正则通信下的正则采样模

块对并行排序算法的性能提升作用。基于

分区的并行排序算法的耗时主要由始末两

个本地排序阶段、确定数据分区和数据交

换的耗时共同组成。其中，始末两个本地

排序阶段的耗时只与进程本地待排序数据

量有关。在数据集大小不变的情况下，始

末两个本地排序阶段通过增加进程数量来

减少单进程数据量，从而降低本地排序耗

时，但同时也会增加确定数据分区的耗时。

图5展示了ScaPSRS_without_loadbal-

ance和PSRS[3]分别在32~8 192个不同进

程规模下对服从均匀分布的总共214×105

个整数的数据集进行并行排序的运行时

间。相同数据 规模、相同进程规模下，每

个进程的本地数据量相同，本地排序时间

也相同，ScaPSRS_without_loadbalance

和PSRS的性能 差距 主要表 现 在 本文 提

出的正则通信下的正则采样模块。从图5

可以看到，在所有进程规模下ScaPSRS_

without_loadbalance都比PSRS耗时短，

尤其是在进程规模较大的时候。这是因为

在PSRS中需要一个主进程对O(p2)个样本

进行本地排序；而在ScaPSRS_without_

loadbalance中，每个进程只需要对O ( p)

个样本进行排序。即ScaPSRS_without_

loadbalance在确定数据分区阶段的耗时

远比PSRS短，两者之间的差距随着进程

数p的增加而加大。因此，正则通信下的正

则采样 模块 对并行排序算法有正向的性

能提升效果，且进程规模越大，性能提升

效果越明显，为大规模并行排序提供了可 

能性。

3.3  ScaPSRS的实验结果

本文使用服 从 指数分布的数 据集 来

模 拟倾 斜 数 据 的 并 行排序。图６（a）和

图６（b）展示了ScaPSRS分别在均匀分布

和指数分布的数据集上的运行时间，两个

数据集都有214×105个整数。结合这两张

图能发现，ScaPSRS在指数分布数据集

上的表现和在均匀分布上的表现一样好。

当进程规模较小时，ScaPSRS的总耗时

表 1　实验环境

类别 项目 细节

软件 操作系统 Linux 3.10.0

编译器 gcc 4.8.5
MPICH version 3.2.1

CPU 类型 IntelXeonE5

主频 2.20 GHz

并行 2个12核的socket

DRAM 类型 DDR3

大小 64 GB

网络 带宽 TH2 Express-2+14 Gbit/s*8lane

图 5　并行排序算法在均匀分布数据集上的运行时间
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主要取决于始末两个本地排序阶段，且随

着 进程 规 模的增加，待 排序的数 据总量

不变，分配到各个进程的数据量减少，始

末两个本地排序耗时也随之下降。当进程

规 模 增加到一定程 度，分配 给各 个 进程

的数据量过少，并行排序的总耗时由确定

数 据分区阶段 和数 据重分布的耗时占主

导，始末两个本地排序的耗时几乎可以忽

略。这是因为在数据总量固定的前提下，

本地排序的耗时与进程规模成反比，确定

数 据分区和数 据重分布的耗时与进程 规

模成正比。因此，在实际应用中，需要根

据待排序数据总量选择并行规模，平衡本

地 排序与确定数 据分区和数 据重分布的 

耗时。

3.4  负载均衡的实验结果

并行排序算法ScaPSRS有一个算法

ScaPSRS_without_loadbalance没有的枢

轴元素的迭代更新过程，该过程能保证选

出的枢轴元素使数据分区满足负载均衡。

表2展示了并行排序算法ScaPSRS_with-

out_loadbalance和ScaPSRS的整体运行

时间。这组实验仍然是在有214×105个整

数的均匀分布数据集上执行。可以发现，

ScaPSRS并没有比ScaPSRS_without_

loadbalance多花费很多时间，甚至在某

些情况下ScaPSRS比ScaPSRS_without_

loadbalance耗时更短。这是因为最后的本

地排序阶段的耗时取决于接收数据量最多

的进程的本地排序时间，而负载均衡的数

据分区使各个进程接收到的数据量相对均

衡，那么各个进程在最后的本地排序阶段

的耗时也就相对平均，减少了进程之间的

空闲等待。

图 7呈 现 了 两 种 并 行 排 序 算 法，即

S c a P SRS _w it hout _ l o adba l a nc e 和

ScaPSRS，在不同进程规模下消耗的总运

行时间，可以直观地看到，两者耗费的时

间差不多。

结 合 图８（a）和 图８（b），可 以 看

出 S c a P S R S 和 S c a P S R S _w i t h o u t _

loadbalance在确定数据分区和进程间的

表 2　并行排序算法的运行时间

进程数量
并行排序算法运行时间/s

ScaPSRS_without_loadbalance ScaPSRS

32 10.6884 10.6208

64 5.750138 5.69849

128 2.867554 2.91613

256 1.620544 1.56447

512 1.089102 1.06383

1 024 0.9441702 0.889724

2 048 1.171596 1.25763

4 096 2.02978 1.90966

8 192 2.85293 3.04061

图 6　在不同分布数据集上 ScaPSRS 的运行时间
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数据传输阶段分别花费的时间占比是相似

的，变化规律也是相似的，说明增加枢轴元

素的迭代更新过程并没有在确定数据分区

和数据重分布阶段增加额外的耗时。

一个数据集的不平衡率[15]通常被定义

为IR maj min/IR N N= ，其中 majN 是数据集中多

数类的大小， minN 是少数类的大小。本文

沿用不平衡率来评估数据重分布后p个进

程中数据的负载均衡情况，具体如下。

	           

IR
max

min

i
i

i

n
IR

n
=

	

（5）

在 可 接 受 偏 差 率 b 的 负 载 均 衡 理

想 情 况 下 ， 有 avgmax (1 )i
i

n n b= × + 和

avgmin (1 )ii
n n b= × − 。那么，理想的不平衡

率为 IR (1 ) / (1 )b b= + − 。

本文实验都使用b=0.1的可接受偏差

率。那么理想情况下不平衡率IR应该不超

过 (1 0.1) / (1 0.1) 1.2222+ − = 。并 行 排 序 算

法ScaPSRS _without_ loadba lance和

ScaPSRS分别在数 据总量为214×10 5的

均 匀分布 数 据 集 上 进 行 实 验，表 3展 示

了数据重分布后的实际不平衡率。从表3 

中的 数 据 可知，当进 程 规 模比 较 小时，

ScaPSRS的不平衡率略优于ScaPSRS_

without_loadbalance。但当进程规模变

大时，ScaPSRS_without_loadbalance的

不平衡问题就变得更严重了，如2 048个

进程时。本文提出的算法，即能生成负载

均衡数据分区的ScaPSRS，可以在不增

加太多时间的前 提下很好地解决 这个问

题。这也 对最 后的本 地 排序阶段极其 有

利，每个进程在数据重分布后，待本地排

序的数据负载均衡。各进程的本地排序耗

时相近，避免了等待一个特殊进程来对大

量数据进行排序。由于并行排序算法被广

泛地用于各个领域应用，这也有利于实际

应用在并行排序后的阶段 维持 数 据负载 

均衡。

3.5  对比实验

根据PSRS[3]和Hofmann等人[5]论文

中的伪代码实现了两个并行排序算法，进

行对比实验。由于Hofmann等人[5]论文并

未对其 算法进行 命名，本文将其 标注为

HPCC2011。在总共有个整数的均匀分布

数据集上进行了3种并行排序算法的对比

实验。图9呈现了这3个算法的时间消耗情

图 7　并行排序算法在均匀分布数据集上的运行时间

图 8　并行排序算法在均匀分布数据集上数据分区和 

数据交换阶段的运行时间
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况，能直观地看出ScaPSRS要比另外两个

并行排序算法表现得好。这是因为本文提

出的基于正则通信的正则采样策略可以有

效地减少采样阶段的开销。为了保证生成

的数据分区满足负载均衡，Hofmann等人[5]

的分区算法在更新分割位点的过程中嵌套

了3个循环，而且开销随着进程规模的增

加而增加。在ScaPSRS中，枢轴元素由数

据样本初始化，由于数据样本一定程度上

反映了数据集的整体分布，大部分的枢轴

元素已经满足负载均衡，而其他的则由每

个进程同步更新，这远比HPCC2011表现 

得好。

表4展示了上述3个并行排序算法在不

同进程规模下的具体运行时间，加粗表示

同一规模下性能最佳（即耗时最短）的运

行时间。由表4可知，ScaPSRS在大多数情

况下都优于其他两种并行排序算法，尤其

是在大规模下。由此可见，ScaPSRS更适

合大规模扩展。

4  结束语

本 文 提 出了一 个可大 规 模 扩展的 并

行排序算法ScaPSRS，以下3个改进点使

得应用能够 控制进程间的数 据不平衡比

例。第一，在采样阶段，所有进程不仅参

与样本的存储与排序工作，而且通过正则

通信参与枢轴元素的确定，使得工作开销

和数据负载均衡；第二，ScaPSRS采用一

种新颖的 枢轴元素 迭代更 新 策略，经 过

( )logO p 轮沿着负载均衡方向的迭代，实

现了PSRS在倾斜分布的数据中满足负载

均衡的数据分区；第三，ScaPSRS改进了

对存在重复值的枢轴或相邻值差为1的枢

轴对数据的划分方案，加入了一步微调，

能够更好地实现负载均衡。综上所述，上

述所有因素使得ScaPSRS的性能超过了

表 3　并行排序算法的不平衡率

进程数量
并行排序算法不平衡率

ScaPSRS without loadbalance ScaPSRS

32 1.00123 1.00083

64 1.00238 1.00214

128 1.00492 1.00447

256 1.00778 1.00793

512 1.01636 1.01637

1 024 1.50715 1.2932

2 048 569.794 1.47838

表 4　并行排序算法的运行时间

进程数量
并行排序算法运行时间/s

PSRS HPCC2011 ScaPSRS

32 13.2805 10.4133 10.6208

64 6.9433 5.68862 5.69849

128 3.589884 3.048818 2.91613

256 1.964592 2.147516 1.56447

512 1.245028 2.437384 1.06383

1 024 0.9912062 4.558566 0.889724

2 048 1.222952 10.91112 1.25763

4 096 2.55476 26.46832 1.90966

8 192 16.8989 73.46036 3.04061

16 384 48.10605 159.2938 5.6674

32 000 121.621 377.3762 32.2569

图 9　并行排序算法的对比
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现有并行排序算法，特别是在大规模情况

下。在天河二号超级计算机上进行的大量

实验表明，ScaPSRS可以成功地扩展到

32 000核，其表现超越了现有先进算法，

比PSRS[3]和Hofmann等人[5]提出的分区算

法分别提升了3.7倍和11.7倍。

在未来的工作中，进一步优化枢轴元

素的迭代更新过程，对确定数据分区和数

据重分布阶段 进行计算和通信重叠的优

化。此外，计划在具有科学意义的数据集

上与更多的并行排序算法进行更大规模的

比较。
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